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LENGORENDSZER ANALITIKAI VIZSGALATA
Absztrakt

A cikk elemi egyszabadsagfoku lengorendszerek analitikai vizsgalatat mutatja be.
A vizsgalat kiterjed a csillapitds és a gerjesztés hatasainak a vizsgalatara is.

The main goal of this article to show the analytical solve of the oscillations of a
system. The examined systems are made up of spring and absorber. The system is
examined with excitation too.
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Bevezetés

A cikk esOsorban oktatasi céllal mutatja be az egy szabadsagfoku lengdrendszereket. A
lengdérendszerek vizsgalata a legegyszerlibbtdl a legdsszetettebb iranyaban tart. Az elsd
modell 1ényegében egy rugdn tdmasztott m tomegli anyagi pont lengését irja le s kezdeti
benyomodast kovetden, majd ezt kdvetden a rugd mellé parhuzamosan egy csillapité elem
van beépitve €s végll az elobbi lengdrendszer egy feltételezett szinuszos utprofil altal
gerjesztést kap.

A mozgasokat leir6d differencidlegyenletek analitikusan vannak megoldva, az eredmények
jol érthetdsége érdekében az iddszerinti elmozdulés fiiggvény grafikusan is dbrazolva van.

Egy szabadsagfoku lengémozgas

A lengdrendszer kinematikai vazlatat az 1. abra mutatja.
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1. abra Csillapitatlan lengdrendszer kinematikai véazlata

Az 1. dbran hat6 erdket behelyettesitve a Newton II. torvénye szerinti

ZF:mj}

mozgasegyenletbe, a lengést a kovetkezd differencidlegyenlet irja le:

my =mg-—cy.
A kezdeti benyomodas szerint:
mg =cy,
Y=Y t1n
y =i
i =i
amibdl a lengés a
mn+cn=0,
differencidlegyenlet segitségével irhat6 le. A karakterisztikus egyenlet:
mA> +c=0.
A karakterisztikus egyenlet megoldasa
A=]-<.
m

Mivel fizikai tartalmuk miatt ¢ €s m pozitiv ezért a megoldas

c .
A=0%,]—)
m

alakban irhato fel, ahol j a képzetes egység. A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

lc . |c
1 =c, cos,|—t+c,sin,|—t.
m m
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A kezdeti feltételek:

17(0)=s
7(0)=0

vagyis a lengérendszert a 0-dik iddpillanatban s nagysaggal a benyomjuk, majd elenged;iik.

Behelyettesitve
lc . |c
s =c¢, cos,[—0+c, sin,[—0
m m
¢ =S

Az egyenlet megoldasa:
ahol s a lengés amplitudodja és

a korfrekvencia. Egy teljes lengés ideje:

Példa

Legyen m:= 50kg; c:=100 N/m ;s:=-0.05m. Az anyagi pontnak tekintett m tdmeg y iranyu
elmozdulasat leird egyenlet:

n =-0,05cos V2t

Egy szabadsagfoku csillapitott lengémozgas

A lengdrendszer kinematikai vazlatat a 2. dbra mutatja.
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2. abra Csillapitott lengdmozgas kinematikai vazlata

A 3. dbran hat6 erdket behelyettesitve a Newton II. torvénye szerinti

ZF =my
mozgasegyenletbe, a lengést a kdvetkezo differencialegyenlet irja le:
my =mg —cy —ky

A kezdeti benyomodas szerint:

mg =cy,

Y=Yo+n
y=n
y=i

amibdl a lengés a
mi+kn+cn=0,
differencidlegyenlet segitségével irhato le. A karakterisztikus egyenlet:

mA +kA+c=0.

Az egyenlet megoldasa:

P _—ktNk* —4mc
1,2 — :
’ 2m

Mivel k* << 4mc , a megoldas a kovetkezé alakban irhaté fel

ahol ja képzetes egység. Legyen:
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a=——
2m
b= Ndme - k*
2m

Az differencidlegyenlet 4ltalanos megoldésa:
n=e"(C, cosht +C, sinbt)
A kezdeti feltételekbol
n0)y=s = C, =s
1 =e"(scosht + C, sin bt)
71 = ae” (s cosbt + C, sinbt)+ e” (— sbsin bt + C,bcos bt)
17(0)=0

O=as+C,b = C, =—%s
n= %e‘” (bcosbt — asin bt)

A 3. 4bra értelmezi a és b tartalmat.

i

v

b j
3. abra A karakterisztikus egyenlet gydkeinek
geometriai értelmezése

A 3. 4brabol:

v=+a’+b’

sing =

< | <R

cos¢ =
Felhasznalva a

cos(a + ff) =cosacos f—sinasin
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Osszefliggést, a differencidlegyenlet a kdvetkez6 egyszerli formara hozhato:
N at
n= ;ve cos(bt + ¢)

A korfrekvencia:

w, =b

Il
S
|
1N}

_\/4mc—k2 _\/4mc—k2 _\/ﬁ_ k* 2 2
2m 4m® m  4m’ '
A periodusido:
2r

Jo® —a?

ahol o a csillapitatlan lengdmozgas korfrekvencidja. A csillapodasi hanyados:

T =

Példa

Legyen m:= 50kg; k&:=10;Ns/m; ¢:=100 N/m ;5:=-0.05m
A differencidlegyenlet

n =-0.05012547070 -~ *" cos(l 410673598¢ — 0.07076973666)

A lengést a 4. dbra mutatja. Az abran zold jelzi a csillapitott, és piros vonal jelzi az el6z6
példa csillapitatlan lengését. A frekvencia az abra alapjdn azonosnak tlinik. Az eltérés
nagysaga 100 lengésre:

100 csillapitott lengés ideje: 445,4031975 s
100 csillapitatlan lengés ideje: 444,2882938 s
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4. abra harmonikus csillapitott lengdmozgas

Egy szabadsagfoku csillapitott gerjesztett lengbmozgas

/QV 2(t)

5. abra Csillapitott gerjesztett lengémozgas kinematikai vazlata

A differencidlegyenlet:
mi+kn+cn=g(t)
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Az egyenlet megoldasa az inhomogén egyenlethez tartozé6 homogén egyenlet altalanos
megoldasa és az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak az 6sszege:

n=H+ng,
A gerjesztés legyen:
g(t) = sin(¢)

A homogén egyenlet megoldasa az el6z6 pont szerint:
S at
H= Eve cos(bt + &)

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa:
n, = C;cost+C,sint
derivalva:
1, =—C,sint+C, cost
17, =—C; cost+ C, sint
behelyettesitve a homogén egyenletbe:
cos(t)(cC, + kC, —mC,)+sin(t)(cC, —kC, —mC,)=0
amibdl kovetkezik:
cC, —kC, —mC, =1
cC, —kC,—mC, =1

3 k
Y (1+k)(c—m)
1
ke
Kezdeti benyomoddassal az egyenlet megoldasanak altalanos alakja:
H="ve" cos(bt + &) — +cos(t) + ! --sin(r)
b (+k7)c—m) 1+k

Kezdeti benyomddas nélkiil a megoldas megegyezik az inhomogén egyenlet partikularis
megoldéasaval.

Példa

Legyen m:= 50kg; k&:=10;Ns/m; ¢:=100 N/m ;s:=0
Az egyenlet a behelyettesités utan:

1 1
H =—-——cos(t) + —sin(¢
505 © 101 ©
Lathato, hogy kezdeti benyomas nélkiil harmonikus lengémozgast végez a rendszer.
Vizsgaljuk meg kezdeti benyomodassal.
Legyen m:= 50kg; k&:=10;Ns/m; ¢:=100 N/m ;s:=-0,05
Az egyenlet a behelyettesités utan:
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H =--0.05012547070-¢™" cos(1.410673598t - 0,07076973666) — %cos(t) + 1—(1)1 sin(¢)

A fliggvényt a 6. dbra mutatja.

0.04+

002
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-0.024

-0.044 J

6. abra Csillapitott gerjesztett lengdmozgas

Az elozé vizsgalatok az n(t) fiiggvények eldallitasara vonatkoztak. Grafikusan viszonylag
konnyen eldallithatdo #(t,k), amely segitségével vizsgalhatjuk a csillapitds nagysaganak
valtozasa milyen befolyast gyakorol a lengésre, vizsgalhaté tovabba, hogy miiszakilag
értelmezhetd hatdrok kozott kialakulhat rezonancia vagyis a sajatlengés és a gerjesztés
Osszegzése. A t, k — n(tk) fliggvényt a 7. dbra mutatja m:= 50kg; ¢:=100 N/m; s:= -0,05
paraméterekkel.
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7. abra Csillapitott gerjesztett lengémozgas 1d6 és csillapitas fliggvényében

A 7. abra lathatd, hogy csillapitds nélkiil a rendszer lengésének amplitidoja a kezdeti
benyomodés sokszorosara nd.
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