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A becslés matematikai miiveletének repiiléstechnikai alkalmazasa
Absztrakt

A repiilégépek fedélzetén végrehajtott mérések donté része kozvetett mérés. A
cikkben a szerzék bemutatjak, hogy a matematikabol ismert becslés miivelete
hogyan alkalmazhato a repiilogépek fedélzeti rendszereiben erre a mérési
modszerre. A becslési feladatot a szerzok a legkisebb négyzetek modszerével
oldjak meg azokra az esetekre, amikor a mért és a meghatarozni kivant jellemzok
kozotti fiiggvénykapcsolat nem pontosan ismert, illetve ha figyelembe vessziik a
véletlen mérési hibakat és az egyes mérések eltéro mérési pontossagat.

Most measurements on board of aircraft are indirect ones. In the article authors
apply mathematical operation of estimation for these measurements onboard. The
task of estimation authors solve using method of minimal quadrates in cases when
the relation between measured and wanted characteristics is not known exactly or
rather the random faults of measurements and the different precision of each
measurement are considered.
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A repiilégépek fedélzeti rendszereiben (pl. az adatrégzitd rendszerekben, a fedélzeti
beépitett dnellendrzd rendszerekben, automatikus repiilésszabalyoz6 rendszerekben, stb.) sok
esetben sziikséges lehet ismeretlen jellemzok Osszességének meghatarozasara olyan mérések
eredményei alapjan, amelyek altaldban hibakat tartalmaznak. Az ismeretlen jellemzdk igy
meghatarozott értékeit becsiilt értéknek vagy becslésnek, a becslés meghatarozott folyamatat,
pedig becslési feladatnak nevezziik. Altalanosan elmondhatjuk, hogy a becslési feladat
megolddsa — vagyis a becsiilt értékek meghatdrozasa — a mérési eredmények és adatok
feldolgozasadnak egyik formdja [1]. Ebben az esetben tehat az érzékelés helye és az
adatfelhasznalas helye k6z¢ olyan elemet iktatunk, amely a becslési feladatot végrehajtja.

A meghatarozni kivant ismeretlen jellemzok Osszességét jeloljik X, X, ..., X,. Ezek
meghatarozni kivant becsiilt értékei x;, Xa, ..., X5 A kozvetett mérés 1ényegébdl kovetkezik,
hogy nem kozvetleniil X, Xa, ..., X, értékeit mérjiik, hanem az azokkal meghatarozott ¢s
ismert fiiggvénykapcsolatban 1€v0 yi, y», ..., yk jellemzdket. Tehat:

yl :f‘l(XlﬁX27"'7Xn)7
Y2 =f2(X1,X2,...,Xn),
................................. , (1)

A tovabbiakban azt a legegyszerlibb esetet vizsgaljuk, amikor a mért jellemzdék az
ismeretlen jellemzokkel linearis fiiggvénykapcsolatban vannak, vagyis az (1) egyenlet az
alabbi formaban irhato6 fel:
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hy X, +h, X, +...+h, X, =y,
hy X, +h, X, +..+h, X, =»,,
................................................... , ()

ho X, +h, X, +..+h, X, =y,
ahol h;; — ismert egyiitthatok.

A (2) k lineéris algebrai egyenletb6l 4all6 n ismeretlenes egyenletrendszerben az
ismeretlenek X;, j=1,n ¢értékiiek lesznek. Ha az egyenletrendszernek lenne pontos,
egyértelmii matematikai megoldésa, akkor becslésre nem lenne sziikség, mert az ismeretlenek
a mérésekkel pontosan meghatarozhatéak lennének. Vizsgaljuk tehat azt az esetet, amikor
n>k, vagyis az ismeretlenek szama meghaladja a rendelkezésiinkre all6 egyenletek szamat
(vagyis az egyenletrendszer nem rendelkezik megoldéssal).

Az, hogy az egyenletrendszernek nincs pontos megoldasa, fizikailag a kovetkezd okokra
vezethetd vissza [1]:
— az X és y; kozotti fizikai kapcsolatokat csak kozelitden irja le az egyenletrendszer
(pl. hjj egyiitthatok nem pontosan ismertek),

— yj, I =1,k értékei hibakkal keriilnek meghatarozasra.

Akkor az ismeretlen értékek becslésének feladatat vizsgalhatjuk Ugy, mint a (2)
egyenletrendszer kozelitd megoldasainak meghatarozasat, azzal a feltételezéssel, hogy yi,

i =1,k értékeit mérések sorozataval megallapitottuk, és a kozelitdé megoldast tekinthetjiik a
becslési feladat megoldasanak, tehat becsiilt értéknek.

Az Osszes lehetséges kozelitd megoldas koziil célszerli a valamilyen — altalunk elézetesen
meghatarozott — értelemben legjobb megoldds kivalasztasa. Az ilyen megoldas
megkeresésének egyik lehetdsége a legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasa. A
modszerrészletes leirasa, bemutatdsa a [2], [3] ¢és [4] irodalmakban megtalalhato. A
modszeren beliill megkiilonboztetiink determinisztikus ¢€s statisztikus megkozelitést. A
determinisztikus megkdzelitést akkor alkalmazzuk, ha véletlen mérési hibak nincsenek, vagy
az ilyen hibdk statisztikai jellemz6it nem ismerjiik. A statisztikus megkozelitésben a véletlen
hibak statisztikai jellemzdit ismerteknek tételezziik fel. Az adatfeldolgozas soran hasznalt
matematikai apparatus ilyenkor lehetdvé teszi a mérések eltérd pontossaganak a figyelembe
vételét is [1].

A (2) egyenletrendszernek a legkisebb négyzetek modszerével meghatarozott megoldasait
— vagyis a becsiilt értékeket — az elézéeknek megfeleléen jeloljik  mint
X1, X2, ..., Xp. Mivel ezek csak kozelitd megoldasok, ezért visszahelyettesitésiik az eredeti
egyenletbe nem eredményezi az egyenlOségek teljesiilését. Ahhoz, hogy az egyenldségek

valoban teljesiiljenek, az egyenletek bal oldalat ki kell egésziteni valamilyen bi, i=14k
értékekkel. gy most az egyenletrendszeriink:
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hyx, +h,x, +...+h,x +b =y,

In"n

hyx, +hyx, +...+hy, x, +b, = y,,

2n""n

...................................................... , 3)

hox, +h,x, +..+h, x +b, =y,.

Belathato, hogy minél kisebbek b; értékei, annal jobbak a becsiilt értékek, vagyis x; értékek
anndl jobban kozelitik a valds X; értékeket. Legyen ezért a kozelitd megoldds mindségi
jellemzdje a b; ,,egyeztetlenségi” értékek fliggvénye:

J = f(b,b,,...b,).

A legkisebb négyzetek modszerében olyan négyzetes mindségi jellemzdt hasznalunk,
amely a b; értékek négyzetosszege [1]:

k k n
Ji=20b7 =20 = 2 hyx,)” @)
i=1 i=1 j=1

A (3) egyenletrendszer optimalis megoldasa a legkisebb négyzetek modszerével olyan x;,
j =1n értékek, amelyek biztositjdk a J; mindségi jellemzd minimadlis értékét, vagyis a (4)
négyzetosszegek minimumat:

J, = Z(y Zhuxj)—>m1n (5)

Ebbdl a kritériumbdl ered a modszer elnevezese 1s. Mivel a J; fiiggvényt minimalizalni kell,
igy azt koltségfiiggvénynek is tekinthetjiik [2], [3].
Mivel a J; mindségi jellemzd x;, j=1,n becsiilt értékek fiiggvénye, igy az (5) feltétel

akkor teljesiil, ha Y _ =0,j=1,n. Ezen egyenletek alapjan hatarozhatjuk meg a keresett x;
J
becsiilt értékeket. A parcialis derivéltakat kifejtve

———ZZhUy,+22hUZhU X (6)

€s j =1,n esetére sorban egyenlove téve z€russal, a kdvetkezd egyenletrendszerhez jutunk:

Zhllzhu J Zhilyi’
i=1

k
thzzhzj j zhizyw
7 i=1
......................................... , (7)

k
> Yy, thyz

Bizonyithatd [4], hogy a (7) n egyenletbdl 4ll6 » ismeretlenes egyenletrendszer
egyltthatoival felirt determinans nem zérus értéki, tehat a (6) egyenletrendszer x;, xa,..., X,
valtozokra egyetlen megolddst ad. A [7] egyenlet megolddsa lesz az eredeti (2)
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egyenletrendszer megoldasa a legkisebb négyzetek modszerével, determinisztikus
megkozelitésben.

Statisztikus megkozelitésben szintén a (2) egyenletrendszerbdl indulunk ki, de most
feltételezziik, hogy az rendelkezik zérustol eltérd értékli egyértelmii megoldassal. A
problémat most az okozza, hogy y; értékeit mérési hibaval hatdrozzuk meg, vagyis a mérések
eredményei nem y;, hanem azoktdl eltérd, de értékekben kozeli jellemzok:

Z[:yi+vi’i:1’k’ (8)
ahol v; — véletlen mérési hibak, amelyek megjelenésének kovetkeztében z; szintén véletlen
értekii lesz. Akkor a (2) egyenletrendszert most igy irhatjuk fel:

h X, +h, X, +..+h, X, =z,

hy X, +h,X,+..+h, X, =z,,

................................................... , 9)

ho X, +h,X,+.+h X, =z,.

Ennek az egyenletrendszernek nincs pontos, egyértelmii megoldasa. Ha z; véletlen értékek
statisztikai jellemzdit nem ismerjiik, akkor az egyenletrendszer z; értékeire megoldhato
determinisztikus megkozelitésben. Ha ezek a jellemzdk ismertek, akkor célszerl a statisztikus
megkozelitést alkalmazni. Igy olyan pontosabb megoldast kapunk, amely figyelembe veszi a
mérések eltérd pontossagat is [1].

Legyen v; véletlen mérési hibak varhaté értéke zérus: M[vi] = 0, i =1,k ; szérasnégyzetiik

pedig altalanos esetben eltéro: D[vi]z M [vf]z ol,i =1,k; és legyenek a hibdk egymastol

fuggetlenek, vagyis: M[v,v,]=0, haixjes i,j=1k.

Fogadjuk el tovabba, hogy a véletlen értékek normal eloszlastiak:

a

fui(a)= Fa e 2% i=1k.

Ennek megfelelden a z; véletlen értékekre is felirhatjuk:
Mlz,]=M[y, +v,]1=y;,

D[z;]=Dlv,]= o}

(Bi-»)’
1 - 20'142

1.(B) :Ee : (10)

Az x; becsiilt értékek meghatarozasahoz a (2) egyenleteket felhasznalva helyettesitsiik az

f-i(B) kifejezésében y; értékeket mint Z h; X

J=1
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1 " 5
——(ﬁi— By X )
1 252 ; i

1.4(B) = \/—G |

Legyen valamely A4; véletlen esemény z; véletlen értékeknek a f; értektdl f;+dp; értékig
terjedd tartomanyba esése. Ennek az eseménynek a valdszintisége:

P[A]=P[pi = zi < pi + dpi] <f-(B)dp:.

Legyen tovabba 4 véletlen esemény valamennyi z; értéknek a fenti intervallumba esése,
vagyis A=A4,A,...Ax. Az elfogadott kikotések értelmében z; véletlen értékek egymastol
fiiggetlenek, ezért 4; események szintén egymastol fliggetlenek lesznek. Akkor:

Pl4]=Pl4,|P[4,]..Pl4,]=

= La B (B S (B)dB B, ..df, = (11)

—k/2 R PE R
ahol f;l,ZZ,...zk = (27[) HO’I. e ! J=1

Ha B;, fo, ... pr értékeit rogzitjiik, akkor az f; ., . figgvény L(X,Xo,.... X, b1, B2 ... br)
likelihood-fiiggvénnyé¢ valik

k
_Zzi—z(ﬁ’ Zh” 2
L(X,,X,,.... X, ;BB B,)=conste =" , (12)

ami lehetdvé teszi x;, x, ... x, becsiilt értékek meghatdrozasdban a maximum-likelihood
modszer alkalmazasat [2] [3]. Ennek értelmében tegyiik fel, hogy P/A/=max, vagyis A
esemény bekovetkeztének valoszinlisége maximalis. Ez a kovetelmény akkor teljesiil, ha
Xi=x;, Xo=x3, ..., X,=x,, amely esetben biztositva lesz a (12) fliggvény maximuma, amely a
hatvanykitevében 1évo kifejezés abszolut értékének minimuma esetén kdvetkezik be. Ebbdl a
(9) egyenletrendszer x;, x,, ...x, megoldasainak optimumkritériuma felirhato:

Zh,,x, — min. (13)
i=1 ,‘
A kritériumbol kovetkez6 egyenletrendszer:
oJ,(x; —
#zo,jzl,n. (14)
ox;
A parcialis derivaltakat meghatarozva:
a]z ('xj) k 1 k 1 n
———=-2) —h.z, +2) —h. ) hx..
axj iz_llalz ij 12:1: i2 JJZ_; /M
Ezt a kifejezést j=1, 2, ..., n értékekre sorban egyenldvé téve zérussal és rendezve a

kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk

LS|
_hljzhu X; Z_ i Z5J = (15)

=1 O; j=1 i=1 O;
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A fenti egyenletrendszer megoldasa adja a (9) egyenletrendszer megoldasat a legkisebb
négyzetek mdodszerével, determinisztikus megkdzelitésben.

A (13), (15) kritériumokat és a (7), (15) egyenleteket Gsszehasonlitva lathatjuk, hogy
statisztikus megkozelitésben az y; értékek eltérd mérési pontossdgat a mérési hibak
szorasnégyzetével vesszilk figyelembe. Azonos pontossagh méréseknél ezek a
szorasnégyzetek egymassal megegyeznek és a (13), (15) egyenletek megegyeznek az (5), (7)
egyenletekkel. A (15) egyenleteket értelmezhetjiik mint a z;, z,, ..., zx mért értékek és az x;, x,,
..., X, becsiilt jellemzdk kozotti linearis kapcsolatrendszert.

Mivel a z mért értékek véletlenek, igy az x becsiilt értékek is véletlenek lesznek. Ezek
statisztikai jellemzo6i a kovetkezok [1]:
— az x; becsiilt értékek torzitatlanok az ismeretlen JX; értékekhez képest, vagyis
M[xj] =X, j=1n;

— a becslések hibainak (4=x;-X), j =1,n) szoérasnégyzete minimalis;

— ha a mérési hibak normal eloszlasuak, akkor a becsiilt értékek is normal eloszlasuak
lesznek.

A gyakorlatban sokszor nem a f6 X;, X5, ..., X, jellemzdket kell becsiilniink, hanem azok
linearis fliggvényét: S = a; X; + a X + ... +a,X,. (16)

Ezt a fliggvényt linearis alaknak, S értékének becslését pedig a f6 paraméter linearis alakja
becslésének hivjuk. Az S jellemzd optimalis becslése ebben az esetben:
s =apx; +ay; + ... +ax, ahol x;, x,, ... x, — X}, X, ..., X, értékeknek a legkisebb négyzetek
modszerével meghatarozott optimdlis becslései. Az s becslés optimdlis volta abban 4ll, hogy
az torzitatlan, hibaja pedig minimalis szorasnégyzettel rendelkezik, vagyis
M[s] =S és D[s —S] = min.

Korszeri repiil6gépek fedélzeti rendszereiben a becslés fentebb meghatarozott algoritmusa

a fedélzeti szamitogépben keriil végrehajtasra. A koOzponti mikroprocesszor miuveleti
sebessége olyan, hogy az biztositja a felhasznalok megfeleld kiszolgalasat.
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