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RAKETA MOZGASEGYENLETEK

Absztrakt

Hosszu ut vezetett a korszerii repiilofedélzeti iranyithato rakétak létrehozasdig. Az
okori tizijatékok eszkozébol az évszazadok soran hatdasos és pusztito fegyver
fejlodott ki. A rakétakat harci fegyverként a IX. szazadban a feketelopor feltalalasa
utan kezdték el hasznalni Kinaban. Ezutin fokozatosan elterjedt a keleti
orszagokban a XIII. szazadig. Folyamatos fejlodésének koszonhetéen, a
rakétatechnika elterjedt a vilag minden tajan, Europaban nagy l6kést adva az indiai
fliggetlenségi mozgalmi harcban az angol gyarmatositok ellen 1799-ben. Az 1800-
as évek elején Europaban is megkezdodott a harci rakétak korszeriisitése és a
hadseregek fegyverzeteiben meg is jelentek [1].

Long road to state of the art flight deck guided missiles establishment. The ancient
instrument of fireworks over the centuries, powerful and destructive weapons
developed. The samples were missile combat weapon IX. century began to be used
in China after the invention of black powder. Then gradually it spreads to the east
of the country XIII. century. Due to the continuous development of rocket
technology it spreads all over the world, giving a big boost for the Indian
independence movement in the fight against the British colonialists in 1799. In the
early 1800s, Europe has also begun to modernize missiles, fighter of the armies and
arms of even published.

Kulcsszavak: rakéta, aerodinamika, mozgdsegyenlet ~ missile, aerodinamics,
equation of motion
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BEVEZETES

A 1II. vildghabort ideje az amikor megjelentek az elsO irdnyithatdo rakétak. Ezekkel az
eszkozokkel a naci Németorszag végzett kisérleteket 1944—45-ben. Eldszor a W-I repiild
bomba, amelyet inercidlis irdnyitdé rendszerrel szereltek fel, majd a W-2 ballisztikus rakétak
ezreit zaditottak Eurdpai varosok ezreire (elészor Londonra). Ezek utan 1égvédelmi, valamint
iranyithato pancéltoré rakétakkal hajtottak végre sikeres kisérleteket, melyek vezetékes vagy
radi6 parancsiranyitassal rendelkeztek. Elobbi tomeges alkalmazadsdra a haboru befejezése
miatt nem kertilt sor [1].

Az 1. tablazatban lathatjuk, hogy a cél kivalasztasanak mddszere szerinti hdrom Oniranyitasi
modszert kiilonboztetiink meg.

1. tablazat. Légiharc rakétak iranyitasi modozatai

Félaktiv 6niranyitas Aktiv 6niranyitas Passziv oniranyitas
Falcon Meteor Sidewinder
AIM-7 Sparrow AIM-9XSidewinder Mica
Skyflash AMRAAM AIM-120 Magic2Shafrir
Aspide MIM-104Patriot
Phoenix (+ Aktiv) AGM-84GHarpoon SAAB 327
AA-1 Trough AA-7 ASRAAM (BritishAerospace)
Super R530
R-73 (AA-11 ARCHER)
Aerospatiale (AS-30L) - Lézer
iranyitasa

RAKETA MOZGASEGYENLETEK FELIRASA

Egy tomegpontrol feltételezhetd a rakéta repiilési dinamikédja, amely magaban foglalja az
aerodinamikai, a gravitacids, €s a rakéta tolderdket, idoben valtozo tomeg esetén. Egyszerisitett
formaban, az adott modellnél sziikség lesz a kovetkezd bemeneti paraméterekre, a rakéta
mozgasegyenleteinek leirasahoz? [2].

Kezdeti vakuum toloero To

Kezdeti tomeg Wo

Végso tomeg Ws

Egési id6 to

Favoka kimeneti tertilete Ae

Aerodinamikai referencia teriilet A

Siklasi 1d0, gyujtas eldtt €s utanégetés utan

Legnagyobb megengedett norméal gyorsuldsu terhelés anmax.
Maximalis allassz6g amax.[3]

©CoNoR~WNE

Az 1. dbra mutatja az aerodinamikai €s a toloerd gyorsuldsi vektorokat, amelyeket ennél a
modellnél alkalmaztunk.

! The Fundamentals of Aircraft Combat Survivability Analysis and Design, R.E. Ball, AIAA Education Series,
copyright© 1985.
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A rakéta mozgésegyenletei a kovetkezok:

dr

— =V la

m (1a)
%za:avlv+aLlL+g (1b)

1. abra. Az aerodinamikai €s a tolderd gyorsuldsi vektorok meghatarozasa?2

V = sebesség;

T = tolderdvektor;

L = felhajtderd gyorsulas vektor =a1;

N = normal gyorsulasi vektor;

A = teljes aerodinamikai gyorsulasi vektor;
D = ellenallasi er6 gyorsulési vektor = -ay1y;
X = tengelyirdnyu gyorsulasi vektor;

o= allasszog.

A fenti egyenletekben, r, v, és a jelentése a rakéta helyzet (pozicid), sebesség, és gyorsulas
vektorok, illetve; 1v és 1L egységvektorok a sebesség és a felhajtoerd iranyban; av és aL a
toloerd- és az aerodinamikai gyorsulas megfeleld Osszetevoi; és g a nehézségi gyorsulas. A
gravitacios kifejezésrol azt feltételezziik, hogy konstans. A gyorsulds szempontjabol ay €s a. a
kovetkezo:

a, = (1/m)[(T — C,QA)cosa — CyQAsina], (2a)

a;, = (1/m)[(T — C,QA)sina + CyQAcos a], (2b)
ahol:
T = szallitott toloero;
m = a rakéta pillanatnyi tomege;
Q = dinamikus nyomads = gvz;
p =a légkor striisége;
Cx = tengelyiranyu aerodinamikai erd egyiitthato;
Cn = normal aerodinamikai erd egyiitthato.
A tervezOk szamara, toloerd profil szempontjabol két alternativ modell all rendelkezésre. Az
elsé esetben, allando vakuumu toloerot feltételeziink az égési fokozat ideje alatt [].

2 Készitette: a szerzd. A kovetkezd forras alapjan: http://cdn.preterhuman.net/texts/terrorism_and_pyrotechnics/
rocketry/Missiles_and_Warheads/Missile%20Guidance%20&%20Control%20Systems.pdf (176. oldalon)
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Tyac = Tp (38.)

Mig a masodik modell csokkend vakuum tolderd alakot feltételez, igy allandé axialis
gyorsitast eredményez, és a kovetkezot adja

(t-ty)/t
Tyac = To[Wr/Wo]™ " (3b)

ahol t1 a pillanatnyi szakasz (fokozat) gyujtasi ideje. A szallitott toloerd ezutan nyeri el a
vakuum tolderd a kifejezést

T = Tyac — PAe (30)
Ahol:
p = kornyezeti nyomas (a rakéta magassaganak megfeleléen) = pgc?/y [N/m?];
¢ = helyi hangsebesség [m/s];
y = gaz fajh6 aranya [1,401];
g = gravitacios allando [m/s?] [3][4].

A rakéta siklasi id0szaka alatt, T = 0. Ne feledjiik, hogy a rakéta toldereje rakétahajtomiivek,
torlosugaras motorok, vagy mindkettd egyiittes hasznalatabol szarmazik. A miikodésiikre,
szilard vagy folyékony hajtoéanyagot alkalmaznak. Tomeg és tehetetlenségi jellemzoik altalanos
meghatarozasa az inditasi és a kiégési feltételekben keriil meghatarozasra, és azonos a
tengerszint-impulzussal. A rakéta tomegét m, egy vagy két egyenletbdl szamitjuk, attol
fliggben, hogy a tolderd melyik formaja van hasznalatban. Az allando-toloeré modell esetében,
a tdmeg linearisan csokken az idd fliggvényében, és a kdvetkezdt eredményezi®

m = (1/9){W0 - (Wo - Wf)[(t - tl)/tb]} (4a)

A valtozo6 toloerd modell esetében pedig:

m = Wo/g) Wy /W)~ (4b)

A rakéta siklasi idOszaka alatt, m allando marad a Wo/g vagy Wi/g gytjtas el6tti, vagy gyutjtas
utani szakaszaban, ill. az aerodinamikai egyiitthatokat Cx és Cn altalaban M és a segitségével
fejezziik ki, ahol a Mach-szamot (M) a rakéta sebességébdl nyerjiik, a kovetkezé 0sszefliggés
alapjan: M = |v|/c. Alternativ modon, funkcionalis kifejezéseket kell alkalmazni. A teljes tomeg
ugy is kifejezhetd, mint

m(t)=m_+C,_, jTSL(t)dt , (4c)

Ahol:
mL = a rakéta inditasi tomege;
Mpo = a rakéta tdmege a hajtomii utanégetésekor;
TsL (t) = a tengerszintre szamitott hajtoémi toloerd az id6 fliggvényében,

Valamint:

C= (mBO - mL)/j.TSL (t)dt (5)

3 George M. Siouris - Missile Guidance and Control Systems, ISBN 978-1-4419-1835-2 Springer, USA
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A Cykifejezés, egy egyszertsitett elméleti modell, a tengelyirany er6 egyiitthato kifejezésére:

(25sin? 0, + Cy,a? M<0,5
2sin? 0.{1,0 + [((k; +k; sin8.)/ (ks + k4 sinf.)) — 1,0
C, =< +(ksk/25sin?8)(M — 0,5)} + Cyp0® 05<M<05 (5)
2 sin? 0. [(kg VM2 — 1sin8,)/(k, VM2 — 15sin8,)]
|+ 7 + Cyp0? M > 1,5,

Ahol Kki,...,k> a rakéta tervezési értékeit képviselik, valamint x = 0, a hajtomiivel torténd
repiilés alatt, és ¥ = 1, a siklasi id6 alatt. A Cn kifejezhetd az a négyzetes valtozataval, a

kovetkez6k szerint:
CN == CNla + CNZCZZ (7)

Az o allasszognek a legkisebb értékét kell venni a kdvetkez6 harom mennyiségben:
1. Iranyitott allasszog oc;
2. Korlatozott allasszdg omax;
3. an max allasszog, korlatozva an max normal gyorsulasra, fokozatos kozelitéssel az

implicit egyenlet megoldasédhoz
ay max = Cn(M, @y max) QA/m (8)
ANmax-Ia.
Az iranyitott allasszoget a kovetkezd egyenlet segitségével kapjuk meg:

ara = (QA/m) [CN (M: ac) cosa, — Cx (M' ac) sin ac] (9)

ac-re. Ahol apa a kivant aerodinamikai felhajtoerd gyorsulas. Ez kiszamithato a kivant teljes
felhajtoerd gyorsulasbol (avd), a kovetkezdképp

ara = arg — 1591, (10)

ahol: ALa az iranyitasi algoritmus altal kiszamitott és Ig nulla, ha a bemeneti iranyitasi
paraméter nulla vagy negativ. Az iranyitasi algoritmus is kiszamolja az egység felhajtderd
vektort, amelynek jelolése 1 [3][4].

A rakéta palyagorbe a cél roppalydjaval egyiitt van integralva. Az allapotvektornal,
pillanatnyi i-nél, a kovetkez6 mennyiségek vonatkoznak a rakéta mozgasara:

id6 ti , helyzet r(ti), sebesség v(ti), gyorsulas a(ti),

f(t;) = (100; — 44;p; + 0,507v;) /A (11a)
g(t) = (=150; + 7Ayu; — Afvy) /A} (11b)
h(t;) = (60; — 3A:; + 0,507v;) /A? (11c)
Ahol
0, =Tiy1— T — Ajv; — 0,5A%al- (123.)
Wi =Viy1 =V =L q (12b)
Vp = Qjyq — G (12c)
Aj =t — (12d)
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Az f(t), g(t), és h(t) vektorok funkcidjat az elézéekben, az allapotvektoroknal
kiszamitottuk, annak érdekében, hogy megfeleljenek a Taylor-sor béviilésnek (t - ti) r-re és v-
re, és t, a ti <t <ti+1 idGintervallum ko6zott. Ezutan, ki tudjuk szamitani az r(t)-t, v(t)-t,és a(t)-t,
az alabbiak szerint:

r(t) = r(t) + v(t)(t —t) +0,5a(t)(t — t)* + f(t)(t —t)> + g(t)(t —t)* +
+h(t)(t —t,)° (13a)

v(t) = v(t) +alt —t;) + 3f(t)(t —t)* + 4g(t)(t — t)* + Sh(t)(t — t,)* (13b)
a(t) = a(t) + 6f(t)(t —t;) + 12g(t;)(t — t;))* + 20h(t)(t — t;)° (13c)

Most a cél mozgasi modellel foglalkozunk. A cél repiildgép palyaja leirhaté a kezdeti
feltételekkel (helyzet és sebesség), és egy mandver megkezdési idejével. Mandver irdnyat az
alabbiak szerint kell meghatdrozni: A sik, amelyet jelen esetben felhajtderd siknak hivunk,
merdleges a pillanatnyi sebességvektorra. Az 1. felhajtdéerd egységvektor ebben a sikban
helyezkedik el, a 2(a) abran lathat6 iranyban és modon, az ors6zo iranyt szog (@) miatt. A
felhajtoerd nagysaga (aL) a kovetkezoképp szamithato:

ap = wy |UT| (14)

Ahol wy a bemeneti sebességvektor fordulasi szoge, vr pedig a pillanatnyi cél sebesség
vektora. Altaldban a cél mozgasegyenlete a kovetkezoképp irhatd fel:

dTT

o =V 15a
dt T (15a)
dvr

? = aT = avlv + aL].L (15b)
Cél sebesség vektor 1. (emelkedd

normal sik 4 egységvektor)

Mandver
irany

vX(vxl,)

(cél sebesség vektor)

(a) Koordinata rendszer meghatédrozott cél mandverezé iranyra

61



=Y

!

Inercialis referencia
(b) A cél replilési pélydja

2. abra. Sikbeli cél mandver és palyad

Ahol, r1, vr, és ar a cél helyzet, sebesség és gyorsulas vektorok, és 1v és 1. egységvektorok
a sebesség ¢és a felhajtoerd iranyaban. Feltételezve, hogy a cél palyaja fel van osztva és
mandverekkel vagy anélkiil, oy nem nulla (mandver ideje alatt, a repiilés sordn), igy az
egyenletek numerikusan integralhatbak az un. ,Runge-Kutta moédszer™ segitségével,
jellemzden 1 madasodperces 1épéskdzzel. Az integracid minden mandver szegmens végén
megsziinik, és a kovetkezd szegmensben ujraindul. Azokban a szegmensekben, amelyekben wy
= 0 (azaz nem fordul), a numerikus integralés ki van iktatva.

r(tiv) = r(t) + v(t)A; + 0,5a(t;)A] (15¢)
v(tiv1) = v(t) + a(t)l; (15d)
a(ti+1) = a(t;) (15€)
Ahol Aj = ti+1 - ti, akkor hasznalhatd, amikor a gyorsulas (ha van ilyen), csak a

sebességvektor mentén van.

A kitér6 manéver (lasd: 2. abra (b)) meghatarozza a cél abszolut gyorsulasat (ar). Ezen
feltételek mellett, a cél mozgasa (tekintettel a tehetetlenségi vonatkoztatasi XY koordinata
rendszerre) a kovetkezd mozgasegyenletekkel hatdrozhato meg:

% = vr cos(wrt + Yro), (15f)
dstT = vy sin(wrt + yro), (159)

2
dwTt dyTo 9 (aT_ 1)
dt ~ dt vy

(15h)

Ahol:
X1 = cél pozicid [m];

4 Készitette: a szerz8. A kdvetkezd forras alapjan: http://cdn.preterhuman.net/texts/terrorism_and_pyrotechnics/
rocketry/Missiles_and_Warheads/Missile%20Guidance%20&%20Control%20Systems.pdf (180. oldalon)

> A Runge-Kutta-moédszerek csaladja a differencialegyenletek numerikus analizisének széles korben ismert és
alkalmazott kozelité eljarasa, amelyet Carl Runge és Martin Kutta német matematikusok dolgoztak ki 1900
koriil.
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y1 = cél pozicio koordindlasa [m];

ar = cél teljes gyorsulasa [g];

vt = cél sebessége [m/sec];

g = gravitacios gyorsulas [m/s?];

Y10 = cél kezdeti repiilési utvonalanak szoge [rad];
yr = cél repiilési utvonal szoge [rad];

wT =cél szogsebessége [rad/s] [3].
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